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В данной статье отражены результаты рассмотрения про-
блем математического моделирования сейсмической безопас-
ности десятиэтажного здания с основанием в виде упругой 
полуплоскости при нестационарных волновых воздействи-
ях. Проблема моделирования задач переходного периода 
связана с условием Куранта-Фридрихса-Леви и является 
актуальной фундаментальной и прикладной научной задачей. 
Разработаны алгоритм и комплекс программ для решения ли-
нейных плоских двумерных задач. При разработке комплекса 
программ использовался алгоритмический язык Фортран-90. 
Получена явная двухслойная конечноэлементная схема. 

Для оценки достоверности разработанной методики, 
алгоритма и комплекса программ была решена задача о 
воздействии импульса в виде трёх полупериодов синусоиды 
на упругую полуплоскость. Решается система уравнений с 
8016008-ю неизвестными.

Рассматривается задача о воздействии плоской продольной 
упругой волны в виде функции Хевисайда на десятиэтажное 
здание с основанием. Решается система уравнений с 16202276-
ю неизвестными. В характерных областях исследуемой задачи 
получены контурные напряжения и компоненты тензора на-
пряжений. На основании проведённых исследований можно 
сделать следующие выводы: упругие контурные напряжения 
на гранях здания являются почти зеркальным отражением друг 
друга, то есть антисимметричным; при сейсмическом воздей-
ствии в основном преобладают изгибные волны.

Ключевые слова: математическое моделирование, волны 
напряжений, переходной период, метод конечных элементов, 
методика, алгоритм, комплекс программ, полупериод сину-
соиды, функция Хевисайда, десятиэтажное здание, упругая 
полуплоскость, контурное напряжение, плоские волны, из-
гибные волны.
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Mathematical Modelling of Transient Processes in a 
10-storey Building Represented as Heaviside Functions
The purpose of the scientific work is to consider the 

problems of mathematical modeling of seismic safety of a 
tenstorey building with a base in the form of an elastic halfplane 
under unsteady wave influences. The problem of modeling 
problems of the transition period is an urgent fundamental and 
applied scientific problem. An algorithm and a set of programs 
for solving linear planar two-dimensional problems have been 
developed. The algorithmic language Fortran-90 was used in 
the development of the software package. An explicit twolayer 
finite element scheme is obtained. 

To assess the reliability of the developed methodology, 
algorithm and software package, the problem of the impact 
of a pulse in the form of three halfcycles of a sinusoid on an 
elastic halfplane was solved. A system of equations consisting 
of 8016008 unknowns is solved. The problem of the effect of 
a plane longitudinal elastic wave in the form of a Heaviside 
function on a tenstorey building with a base is considered. 
A system of equations consisting of 16202276 unknowns 
is solved. Contour stresses and stress tensor components 
are obtained in the characteristic areas of the problem 
under study. Based on the conducted studies, the following 
conclusions can be drawn: the elastic contour stress on the 
faces of the building is almost a mirror image of one another, 
that is, antisymmetric; bending waves mainly prevail during 
seismic action.

Keywords: mathematical modeling, stress waves, transition 
period, finite element method, methodology, algorithm, software 
package, sinusoid halfperiod, Heavyside function, tenstorey 
building, elastic halfplane, contour stress, plane waves, bending 
waves.
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Введение
Сейсмические воздействия на сложные технические 

объекты можно представить в виде нестационарных волн 
переходного процесса [1–6; 11; 14–17].

В работе приводится математическое моделирование с 
помощью волновой теории сейсмической безопасности [4–6; 
11; 14; 16–17] напряжённого состояния  десятиэтажного зда-
ния с упругим основанием в виде полуплоскости.

После трёхкратного или четырёхкратного прохождения и 
отражения волн напряжений в теле процесс распространения 
возмущений стабилизируется, напряжения и деформации 
усредняются, тело находится в колебательном движении.

В работах [4–7; 9; 10; 12] приведена информация о ве-
рификации (физической достоверности и математической 
точности) рассматриваемого численного метода, алгоритма 
и комплекса программ.

Постановка задачи
При решении задачи о моделировании упругих неста-

ционарных волн напряжений в деформируемых областях 
сложной формы применяются нестационарные уравнения 
волновой теории упругости, для чего рассмотрим некоторое 
тело Г в прямоугольной декартовой системе координат XOY 
(рис. 1), которому в начальный момент времени t = 0  сообща-
ется механическое нестационарное импульсное воздействие 
[1–2; 4–6; 11; 14; 16–17].

Предположим, что некоторое тело   изготовлено из одно-
родного изотропного материала, подчиняющегося упругому 
закону Гука при малых упругих деформациях.

Точные уравнения двумерной (плоское напряжённое со-
стояние) динамической теории упругости имеют вид:

 

                                          (1)

где σx, σy и τxy – компоненты тензора упругих напряжений; 
εx,  εy и γxy – компоненты тензора упругих деформаций; u 
и v – составляющие вектора упругих перемещений вдоль 
осей  OX и OY соответственно; ρ – плотность материала;                             

       – скорость продольной упругой волны;

                         – скорость поперечной упругой волны; v – ко-

эффициент Пуассона; E – модуль упругости;                      – 
граничный контур тела Г.

Систему (1) в области, занимаемой некоторым телом Г, 
следует интегрировать при начальных и граничных условиях 
[1–2; 4–6; 11; 14; 16–17].

Разработка методики
Принимая во внимание определение матрицы жёсткости, 

вектора инерции и вектора внешних сил для тела Г, записы-
ваем приближённое значение уравнения движения в теории 
упругости [4–6; 11; 14; 16–17]

                                             (2)

где ̅Н – матрица инерции; ̅K – матрица жёсткости; 
͢
Φ – вектор 

узловых упругих перемещений; 
͢
Φ – вектор узловых упругих 

скоростей перемещений;     – вектор узловых упругих уско-

рений;      – вектор узловых упругих внешних сил.
Интегрируя по параметру времени соотношение (2) с помо-

щью конечно-элементного варианта метода Галёркина, получим 
двумерную явную двухслойную конечноэлементную линейную 
схему в перемещениях для внутренних и граничных узловых точек:

                                            (3)

Таким образом, из системы с бесконечным числом неизвест-
ных (1) перешли к системе с конечным числом неизвестных (3).

Система уравнений (3) для внутренних и граничных уз-
ловых точек, полученная в результате интегрирования урав-
нений движения теории упругости, должна давать решение, 
сходящееся к решению исходной системы.

Общая теория численных уравнений математической 
физики требует для этого наложения условий Куранта–Фри-
дрихса–Леви на отношение шагов по параметру времени и 
по пространственным координатам, а именно:

                                                                  (4)

где ∆t – шаг по временной координате; ∆l – длина стороны 
конечного элемента; r – общее число конечных элементов.

Результаты численного эксперимента показали, что при  
k = 0,5 обеспечивается устойчивость двумерной явной двух-
слойной конечноэлементной линейной схемы в перемещени-
ях для внутренних и граничных узловых точек.

Для материалов с разными физическими свойствами вы-
бирается минимальный шаг по параметру времени (4).

Плоские продольные волны в упругой полуплоскости 
при воздействии в виде трёх полупериодов синусоиды
Для оценки физической достоверности и математической 

точности рассматриваемого численного метода решается задача 
Рис. 1. Постановка динамической задачи теории упругости. 
Схема В.К. Мусаева

 

 

 XOY

0=t  

–2, 4– –  

 

  

 

 

 

 

 

 

: 

2

2

=+
t
u

yx
xyx , 

2

2

=+
t
v

yx
yyx

, ,( yx , 

yspxpx CCC 2(+= 222 , xspypy CCC 2(+= 222 , xysxy C= 2 , 

x
u

x = , 
y
v

y = , 
x
v

y
u

xy += , (,( Syx ,                                     

x ,   – x ,   – 

u  v  – 

  – 

1(
=

2

E
Cp  – 

+1(2
=

E
Cs  – 

 

 

 XOY

0=t  

–2, 4– –  

 

  

 

 

 

 

 

 

: 

2

2

=+
t
u

yx
xyx , 

2

2

=+
t
v

yx
yyx

, ,( yx , 

yspxpx CCC 2(+= 222 , xspypy CCC 2(+= 222 , xysxy C= 2 , 

x
u

x = , 
y
v

y = , 
x
v

y
u

xy += , (,( Syx ,                                     

x ,   – x ,   – 

u  v  – 

  – 

1(
=

2

E
Cp  – 

+1(2
=

E
Cs  – 

 

 

 –  – 

( 21 SSS  –   

, 

 [1–2, 4– –17  

 

 

, 

 [4– –17] 

RKH =+ ,  00= =t ,   00= =t ,                                        (2  

 H  – K  –  – 

 –  – 

R  – 

: 

+(+= 1
1+ iiii RKHt , 1+1+ += iii t                     (3  

 (3  

, 

 

– –

: 

p

i
C

l
kt

min
=  ,3,2,1=( ri                                            (4  

 

 

 –  – 

( 21 SSS  –   

, 

 [1–2, 4– –17  

 

 

, 

 [4– –17] 

RKH =+ ,  00= =t ,   00= =t ,                                        (2  

 H  – K  –  – 

 –  – 

R  – 

: 

+(+= 1
1+ iiii RKHt , 1+1+ += iii t                     (3  

 (3  

, 

 

– –

: 

p

i
C

l
kt

min
=  ,3,2,1=( ri                                            (4  

 

 

 –  – 

( 21 SSS  –   

, 

 [1–2, 4– –17  

 

 

, 

 [4– –17] 

RKH =+ ,  00= =t ,   00= =t ,                                        (2  

 H  – K  –  – 

 –  – 

R  – 

: 

+(+= 1
1+ iiii RKHt , 1+1+ += iii t                     (3  

 (3  

, 

 

– –

: 

p

i
C

l
kt

min
=  ,3,2,1=( ri                                            (4  

 

 

 –  – 

( 21 SSS  –   

, 

 [1–2, 4– –17  

 

 

, 

 [4– –17] 

RKH =+ ,  00= =t ,   00= =t ,                                        (2  

 H  – K  –  – 

 –  – 

R  – 

: 

+(+= 1
1+ iiii RKHt , 1+1+ += iii t                     (3  

 (3  

, 

 

– –

: 

p

i
C

l
kt

min
=  ,3,2,1=( ri                                            (4  

 

 

 –  – 

( 21 SSS  –   

, 

 [1–2, 4– –17  

 

 

, 

 [4– –17] 

RKH =+ ,  00= =t ,   00= =t ,                                        (2  

 H  – K  –  – 

 –  – 

R  – 

: 

+(+= 1
1+ iiii RKHt , 1+1+ += iii t                     (3  

 (3  

, 

 

– –

: 

p

i
C

l
kt

min
=  ,3,2,1=( ri                                            (4  

 

 

 –  – 

( 21 SSS  –   

, 

 [1–2, 4– –17  

 

 

, 

 [4– –17] 

RKH =+ ,  00= =t ,   00= =t ,                                        (2  

 H  – K  –  – 

 –  – 

R  – 

: 

+(+= 1
1+ iiii RKHt , 1+1+ += iii t                     (3  

 (3  

, 

 

– –

: 

p

i
C

l
kt

min
=  ,3,2,1=( ri                                            (4  



94 1    2022

CТРОИТЕЛЬНЫЕ НАУКИ

о моделировании плоских продольных волн в упругой полупло-
скости (рис. 2) в виде трёх полупериодов синусоиды (рис. 3)  

Исследуемая задача о распространении плоских продоль-
ных  волн в виде трёх полупериодов синусоиды  впервые ре-
шена автором с помощью разработанной методики, алгоритма 
и комплекса программ [4–6; 11; 14; 16–17].

На границе полуплоскости AB (см. рис. 1) приложено 
нормальное напряжение σy , которое изменяется от 0 ≤ n ≤ 91
(n = t/∆t) и максимальное значение равно P [P = σ0, σ0 = 
–0,098 МПа (–1 кгс/см2)]. Граничные условия для контура 
BCDA при t > 0 u=v=u̇=v̇=0. Отражённые волны от контура 
BCDA не доходят до исследуемых точек при 0 ≤ n ≤ 200.

Расчёты проведены при следующих исходных данных: H 
= ∆x = ∆y; ∆t = 1,862·10–6 с; E = 2,06·105 МПа (2,1·106 кгс/
см2); v = 0,3; ρ = 0,784·104 кг/м3·(0,8·10–5 кгс с2/см4); Cp = 
5371 м/с; Cs = 3177 м/с.

Исследуемая расчётная область имеет 2004002 узловые точ-
ки. Решается система уравнений с 8016008-ю неизвестными. 

Результаты расчётов получены в характерных точках 
B1–B10 (см. рис. 1).

В качестве примера на рисунке 4 показано изменение 
нормального напряжения ̅σy (̅σy = σy/|σ0|) (рис. 3) во времени 
n в точке B1 (1 – численное решение; 2 – аналитическое 
решение).

В данном случае можно использовать условия на фронте 
плоской волны, которые изложены в работе [2]. 

На фронте плоской продольной волны имеются следую-
щие аналитические зависимости для плоского напряжённого 
состояния σy = –|σ0|. Отсюда видим, что точное решение задачи 
соответствует воздействию σ0 (рис. 3). 

Моделирование сейсмических волн в десятиэтажном 
здании
Рассматривается задача о моделировании напряжённого 

состояния в десятиэтажном здании (рис. 5) при воздействии 
плоской продольной упругой волны в виде функции Хевисай-
да (рис. 6). Расчёты проводились при следующих единицах 
измерения: килограмм-сила (кгс); сантиметр (см); секунда 
(с). Для перехода в другие единицы измерения были приняты 
следующие допущения: 1 кгс/см2 ≈ 0,098 МПа; 1 кгс с2/см4 
≈ 0,98·109 кг/м3.  

Данная задача впервые решена автором статьи с помощью 
разработанной методики, алгоритма и комплекса программ 
[4–6; 11; 14; 16–17].

Начальные условия приняты нулевыми. От точки F 
параллельно свободной поверхности ABEFG приложено 
нормальное напряжение σx , которое при  0 ≤ n ≤ 11 (n = t/∆t) 
изменяется линейно от 0 до P, а при n ≥ 11 равно P [P = σ0,   
σ0 = 0,098 МПа (1 кгс/см2)]. 

Граничные условия для контура GHIA при t > 0 
u=v=u=̇v=̇0. Отражённые волны от контура GHIA не доходят 
до исследуемых точек при 0 ≤ n ≤ 2000. Контур ABCDEFG 
свободен от нагрузок, кроме точки F.

Рис. 2. Схема для разъяснения постановки задачи о рас-
пространении плоских продольных волн в виде трёх полу-
периодов синусоиды в упругой полуплоскости. Рисунок В.К. 
Мусаева

Рис. 3. Воздействие в виде трёх полупериодов синусоиды 
по контуру АВ 

Рис. 4. Изменение упругого нормального напряжения ̅σy (за-
дача о распространении плоских продольных волн в виде 
трёх полупериодов синусоиды в упругой полуплоскости) во 
времени t/∆t  в точке B1: 1 – численное решение; 2 – анали-
тическое решение



1    2022 95

CТРОИТЕЛЬНЫЕ НАУКИ

 При расчётах приняты следующие исходные данные: H 
= ∆x = ∆y; ∆t = 2,788·10–6 с; E = 3,09·104 МПа (3,15·105 кгс/
см2); v = 0,2; ρ = 0,25·104 кг/м3 (0,255·10–5 кгс с2/см4); Cp 

= 3587 м/с; Cs = 2269 м/с. Решается система уравнений с 
16202276-ю неизвестными.  

На рисунке 8 показано изменение контурных напряжений 
σ̅k в точках A1–A10 (см. рис. 7) десятиэтажного здания  с 
основанием в виде упругой полуплоскости (см. рис. 5) во 
времени t/∆t.

Выводы
1. Для решения поставленной задачи применяются урав-

нения нестационарной динамической теории упругости. 
На основе метода конечных элементов в перемещениях 
разработаных методика и алгоритм и составлен комплекс 
программ для решения двумерной плоской нестационарной 
динамической задачи теории упругости для областей разной 
формы. При разработке комплекса программ использовался 
алгоритмический язык Фортран-90.

2. Для оценки достоверности разработанной методики, 
алгоритма и комплекса программ была решена задача о 
воздействии импульса в виде трёх полупериодов синусоиды   
на упругую полуплоскость. Решается система уравнений с 
8016008-ю неизвестными.

3. Десятиэтажное здание моделируется с упругим осно-
ванием в виде упругой полуплоскости. Сейсмическое воз-
действие моделируется в виде функции Хевисайда. Решается 
система уравнений с 16202276-ю неизвестными. Упругое 
контурное напряжение на гранях десятиэтажного здания 
является почти зеркальным отражением друг друга, то есть 
антисимметричным. Десятиэтажное здание при сейсмическом 

Рис. 5. Постановка задачи для  десятиэтажного здания с упру-
гим основанием в виде полуплоскости. Рисунок В.К. Мусаева

Рис. 6. Воздействие в виде функции Хевисайда Рис. 7. Точки, в которых получены контурные напряжения в 
десятиэтажном здании

а)    б)             в)             г)      д)

Рис. 8. Изменение упругого контурного напряжения ̅σk на контуре десятиэтажного здания во времени t/∆t: а) в точках 1 и 
2; б) в точках 3 и 4; в) в точках 5 и 6; г) в точках 7 и 8; д) в точках 9 и 10. Графики В.К. Мусаева
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воздействии работает как балка, то есть если на одной грани 
растягивающие напряжения, то на другой – сжимающие. На 
контурах десятиэтажного здания при сейсмическом воздей-
ствии в основном преобладают изгибные волны.
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