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Аннотация. Предложенная в статье методика расчёта железобетонного изгибаемого элемента по нормальному сечению, 
основанная на непосредственном использовании диаграммы деформирования материалов вида σ(ε), не требующая разделения 
поперечного сечения на условные полосы, позволяет оценить напряжённо-деформированное состояние элемента на всех 
стадиях деформирования и применимая для расчёта по 1-ой и 2-ой группам предельных состояний. При этом предлагаемая 
методика позволяет избегать недостатков, которые присущи расчёту по нелинейной деформационной модели, приведённому 
в нормативных документах РФ действующих в настоящее время.
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В нормативных документах, действующих в Российской 
Федерации (СП 63.13330 «Бетонные и железобетонные кон-
струкции»1) предложено два метода расчёта прочности нор-
мального сечения изгибаемых железобетонных конструкций:

– расчёт по прочности нормальных сечений по предель-
ным усилиям;

– расчёт по прочности нормальных сечений на основе 
нелинейной деформационной модели.

Расчёт по первому методу отличается простотой с точки 
зрения математических вычислений (система из двух урав-
нений с двумя неизвестными). Однако сам алгоритм расчёта 
сопряжён с достаточно большим количеством допущений и 
эмпирических коэффициентов, которые «нагружают» его 
дополнительными операциями по определению значений 
этих коэффициентов, снижая точность результата. И одно-
временно расчёт по предельным усилиям, предложенный 
в СП 63.13330, применим только для проверки прочности 
нормального сечения.

Предложенный в СП 63.13330 метод расчёта по нелиней-
ной деформационной модели подразумевает итерационный 
процесс вычисления с последовательным приближением до 
приемлемой сходимости результатов текущего и предыду-
щего шагов. В процессе вычисления происходит условное 
разделение поперечного сечения элемента на отдельные 
малые участки с последующим вычислением соответствующих 
деформаций и напряжений, осреднённых для каждого слоя. 
В качестве диаграмм деформирования приняты кусочно-ли-
нейные зависимости напряжений и деформаций σ~ε (двух- 
или трёхлинейные), а также криволинейные диаграммы де-
формирования бетона, предложенные Н.И. Карпенко. Кроме 
затратного по времени итерационного процесса вычисления, 
точность результата существенно зависит от высоты условной 
полосы разделения поперечного сечения, принимаемой про-
ектировщиком (меньшая величина даёт бо́льшую точность, 
но увеличивает трудоёмкость задачи). Одновременно раз-
деление на условные полосы в бо́льшем объёме усложняет 
расчёт и увеличивает количество итераций с использованием 
криволинейных диаграмм деформирования. Кусочно-линей-
ные зависимости только отдалённо напоминают реальную 
диаграмму деформирования бетона и наряду с приведением 
к осреднённым значениям деформаций в центре каждого 
малого участка и рядом других факторов в сумме приводят 
к снижению точности результата. Обозначенное следует 
отнести к недостаткам предлагаемого в СП 63.13330 метода 
расчёта по нелинейной деформационной модели.

Несмотря на достаточную изученность теории расчёта 
железобетонных конструкций по нормальным сечениям, со 
стороны учёных и инженеров не ослабевает интерес к дан-
ной теме исследований (особенно в вопросах нелинейной 
деформационной модели). Свидетельством тому является 
регулярно публикуемые научные работы по обозначенной 

тематике [1–8]. И действительно, расчёт по нелинейной 
деформационной модели в перспективе можно использо-
вать для «объединённого» расчёта элементов по 1-ой и 2-ой 
группам предельных состояний. Для это потребуется провести 
соответствующие исследования, приведя необходимые обо-
снования и доказательства возможности применения единой 
диаграммы деформирования (нормативной, расчётной, 
осреднённой и т.д.) или применения частных или единого 
коэффициентов надёжности.

В рамках настоящей статьи предложен метод расчёта 
железобетонного изгибаемого элемента прямоугольного 
сечения на основе нелинейной деформационной модели 
при использовании диаграммы деформирования σ(ε), что 
позволяет:

– непосредственно применять диаграмму деформирова-
ния материалов σ(ε), избегая лишних преобразований;

– отказаться от итерационного процесса выполнения рас-
чёта до приемлемой (интуитивно назначаемой) сходимости 
результатов текущего и предыдущего шагов;

– не прибегать к условному разделению на отдельные 
участки (высота которых также назначается интуитивно) 
поперечного сечения.

Предлагаемые системы уравнений в процессе решения 
без итераций позволяют определить напряжённо-деформи-
рованное состояние (НДС) элемента исходя из действующего 
усилия и физико-механических свойств материалов.

НДС железобетонного изгибаемого элемента, как известно 
[9], можно разделить на три стадии (рис. 1):

– стадия 1 характеризуется тем, что относительные де-
формации бетона крайнего волокна растянутой зоны εbt не 
достигают предельных деформаций бетона на растяжение 
εbt

*, то есть выдержано соотношение εbt < εbt
*;

– стадия 1а является предельным состоянием стадии 1 и 
характеризуется достижением, но не превышением предель-
ных деформаций бетона на растяжение εbt

*, то есть εbt = εbt
*;

– стадия 2 характеризуется образованием трещины, что 
качественно меняет техническое состояние поперечного се-
чения элемента (сплошное сечение «превращается» в сечение 
с трещиной). На конце трещины растянутый бетон находиться 
в предельном состоянии, то есть εbt = εbt

*. Относительные 
деформации продольной арматуры εs и сжатого бетона εb не 
достигли предельных значений εs

* и εb
* соответственно, то 

есть справедливы соотношения εs < εs
* и εb < εb

*;
– стадия 2а является предельным состоянием стадии 2 

и характеризуется достижением, но не превышением как 
предельных деформаций арматуры на растяжение εs

*, то есть 
εs = εs

*, так и предельных деформаций бетона на сжатие εb
*, 

то есть εb=εb
*;

– стадия 3 – разрушение конструкции.
Предпосылки и допущениями, необходимые для выпол-

нения расчёта:
– справедлива гипотеза плоских сечений для всего по-

перечного сечения элемента (неравномерное распределение 1 https://docs.cntd.ru/document/554403082
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относительных деформаций растянутой арматуры между 
трещинами учитывается коэффициентом ψs, определённого 
СП 63.13330);

– связь напряжений и деформаций бетона и арматуры 
принимается в соответствии с диаграммами состояния (де-
формирования) материалов (расчётными, соответствующими 
1-ой и 2-ой группам предельных состояний);

– в качестве критерия разрушения бетона принимается 
достижение фибровыми волокнами предельных относитель-
ных деформаций;

– в качестве критерия исчерпания несущей способности 
продольной арматуры принимается достижение ею предель-
ных относительных деформаций.

НДС железобетонного изгибаемого элемента (рис. 1 а) на 
стадии 1 определяется параметрами εbt, εb, εs, x (высота сжатой 
зоны), после нахождения которых и на основании принятого 
закона деформирования (1) вычисляются напряжения.

Для нахождения обозначенных выше четырёх неизвест-
ных формируется система из четырёх уравнений, получаемая 
из:

– кинематических соотношений, определённых на осно-
вании гипотезы плоских сечений:

– уравнения статического равновесия суммы продоль-
ных сил, проецируемых на горизонтальную ось Nb+Ns=0. 
Напряжения в слое бетона на расстоянии y от нейтральной 
оси составят

исходя из известных соотношений                    – радиус кри-

визны элемента в рассматриваемом сечении и
Тогда

где ширина b принята постоянной по высоте. 
Усилие

Итоговое уравнение примет вид:

– уравнения статического равновесия моментов вну-
тренних и внешних сил Mb+Ms=M, где изгибающие моменты, 
воспринимаемые поперечным сечением от усилий Nb и Ns в 
бетоне Mb и растянутой арматуре Ms при текущем загружении, 
определяемые по формулам

что приведёт к уравнению

В итоге получена система (1) из четырёх уравнений:

(1)

включающая четыре неизвестных εbt, εb, εs, x, позволяющих 
описать НДС железобетонного изгибаемого элемента на 
стадии 1 с учётом реальных диаграмм деформирования 
материалов.

На стадии 1 а (рис. 1 а) деформации фибрового волокна 
растянутой зоны достигают предельных значений (εbt=εbt

*) и 
в системе (1) вместо неизвестной εbt принимаем известное 
значение величины предельных относительных деформаций 
бетона на растяжение εbt

*, а вместо M запишем Mcrc – мо-
мент трещинообразования железобетонного изгибаемого 
элемента. В результате получена аналогичная (1) система, 
включающая четыре неизвестных – εb, εs, x и Mcrc, позволяю-
щих описать НДС железобетонного изгибаемого элемента при 
достижении предельных деформаций растяжения в бетоне и 
определить момент трещинообразования.

а)            б)
Рис. 1. Стадии НДС изгибаемого элемента: а) стадии 1 и 1 а; б) стадии 2 и 2 а
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Стадия 2 НДС (рис. 1 б) поперечного сечения характе-
ризуется следующими параметрами – εb, εs, x и hcr (высота 
неразрушенной части поперечного сечения). Относительные 
деформации растянутого бетона над трещиной находятся в 
предельном состоянии, то есть εbt=εbt

*.
В итоге получена система уравнений (2):

  (2)

В предельном состоянии стадии 2 (стадия 2 а) исчерпа-
ние несущей способности железобетонного изгибаемого 
элемента по нормальному сечению происходит при достиже-
нии предельных деформаций в растянутой арматуре (εs=εs

*) 
и/или при достижении фибровыми волокнами сжатой зоны 
бетона предельных деформаций (εb=εb

*). В первом случае 
неизвестными параметрами являются εb, hcr, x и Mu, а во 
втором – εs, hcr, x и Mu. Минимальный предельный момент 
Mu является несущей способностью железобетонного из-
гибаемого элемента.

Полученные системы уравнений (1) и (2), вместе с 
системами для предельных состояний стадий 1 а и 2 а, 
позволяют:

– описать НДС поперечного сечения железобетонного из-
гибаемого элемента – системы уравнений (1) и (2) на любой 
стадии НДС и при любом значении внутреннего усилия M;

– определить предельный момент трещинообразования 
M

crc
 – система уравнений (1) для стадии 1 а;
– определить предельные моменты при расчёте по не-

сущей способности – система уравнений (2) для стадии 2 а.
На основании расчётных формул СП 63.13330, но с исполь-

зованием найденных значений напряжений и деформаций в 
бетоне и арматуре, а также высоты сжатой зоны поперечного 
сечения x определяются:

– ширина раскрытия трещин – из системы уравнений (2) 
вычисляются значения относительных деформаций в растяну-
той арматуре εs с последующим нахождением напряжений σs;

– прогибы – значения εb и x, участвующие в определении 
кривизны определяются на основании систем уравнений 
(1) и (2).

Процесс вычисления по системам (1) и (2) возможен на ос-
новании практически любых диаграмм деформирования σ(ε), 
которые являются интегрируемыми: кусочно-линейные функ-
ции, сплайн-функции, полиномы, линейные функции и т. д.

Как показали исследования [1–13] учёных и инженеров, 
принятие той или иной диаграммы деформирования бетона 
оказывает влияние на точность результата расчёта железо-
бетонных конструкций по нормальным сечениям (в первую 
очередь, в определении напряжений и деформаций бетона 
и арматуры, и в меньшей степени – в определении несущей 
способности), что является одним из факторов, объясняю-
щим желание найти наиболее точную математическую за-
висимость описывающую процесс деформирования бетона 
в процессе нагружения. Однако, учитывая особенности при-
сущие диаграмме деформирования, – наличие нескольких 
участков с качественно разными физическими процессами 
деформирования (зоны упругих деформаций и пластических 
деформаций, обусловленные микро- и макротрещинообразо-
ванием), изменение (уменьшение) модуля упругости бетона 
по мере увеличения нагрузки, качественно схожий характер 
деформирования на сжатие и растяжение, необходимость 
обеспечения неразрывности функции, наличие/отсутствие 
ниспадающей ветви в зависимости от механизма загружения, 
энергии, затрачиваемой на разрушение единицы объёма 
бетона при сжатии/растяжении и т.д., – задача математиче-
ского описания диаграммы деформирования бетона видится 
непростой.

Достаточно ёмко возможность учёта различных факто-
ров в одной аналитической функции охарактеризовал Н.И. 
Безухов, который утверждает, что «попытки автора найти 
подходящие уравнения для таких кривых привели бы к 
практической безнадёжности охватить единой непрерывной 
функцией всё многообразие поведения даже одного только 
материала в различных его марках» [14]. И действительно, 
предложенные в настоящее время аппроксимирующие функ-
ции сводятся в основном к простому повторению контура 
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Рис. 2. Диаграмма деформирования бетона (т. D (εbu; σbu) 
– предельные деформации на сжатие; т. C (εbR; Rb) – пре-
дельные напряжения на сжатие; т. B (εb,cr

v; Rb,cr
v) – верхняя 

граница микротрещинообразования; т. A (εb,cr
0;  Rb,cr

0) – 
нижняя граница микротрещинообразования; т. A' (εbt,cr

0; 
Rbt,cr

0) – точка окончания упругих деформаций; т. B' (εbt,R; 
Rbt) – точка предельных напряжений на растяжение; т. C' 
(εbt,u; σbt,u) – точка предельных деформаций на растяжение
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реальной диаграммы деформирования, не привязываясь к 
её физико-механическому смыслу. Как отметил О.Я. Берг, 
«недостатком этих кривых является то обстоятельство, что 
физическая сущность явления и причинность тех или иных 
особенностей кривой полностью выпадают» [13].

Ранее в работе [16] автором статьи совместно с проф. 
В.М. Митасовым предложена аппроксимирующая функция 
– сплайн-функция, основанная на соблюдении принципа 
минимума энергии деформирования и позволяющая из-за 
своей универсальности единообразно описать нелинейные 
кривые деформирования бетонов разных видов, классов и 
марок (рис. 2).

где σb0 (ε) – аппроксимирующая линейная функция на на-
чальном линейном участке диаграммы деформирования; 
σb1 (ε), σb2 (ε), σb3 (ε), σbt1 (ε) и σbt2 (ε) – отдельные аппрокси-
мирующие функции на каждом отдельном криволинейном 
участке диаграммы деформирования, образующие в целом 
сплайн-функцию; E

b0
 – начальный модуль упругости бетона; 

ε – переменная величина относительных деформаций; εb,cr
0, 

εb,cr
v, εbR и εbu – величины относительных деформаций, со-

ответствующие параметрическим точкам и постоянные для 
конкретного вида и класса бетона; m

1
…m

10
 – коэффициенты 

сплайн-функции, определяемые исходя из условия прохож-
дения её через параметрические точки, непрерывности 1-й 
и 2-й производных и соответствующих граничных условий.

В качестве примера выполнен ряд сопоставительных рас-
чётов по нормальному сечению шарнирно-опёртой изгибае-
мой балки, загруженной по центру сосредоточенной силой P:

1. Расчёт на основании нелинейной деформационной мо-
дели, представленной в п.п. 8.1.20 – 8.1.30 СП 63.13330.2018 
с разделением поперечного сечения на условные полосы 
высотой 10 мм, 20 мм и 60 мм.

2. Расчёт на основании предлагаемой нелинейной де-
формационной модели с применением диаграмм деформи-
рования:

а) кусочно-линейной функции, предложенной в СП 
63.13330.2018 и представленной в виде:

– диапазонов линейных участков,
– модульного выражения;
б) сплайн-функции, приведённой в настоящей статье;
в) степенной функции, предложенной в работе [17];
г) полинома, предложенного в работе [18].

Пример
Исходные данные: пролёт балки l = 4,0 м, ширина сечения b 

= 200 мм, высота сечения h = 300 мм, бетон класса B25, рабочая 

высота сечения h
0
 = 270 мм, продольная арматура 2Ø12А500 

(A
s
=2,26 см2), P = 25 кН (M = 4P/l = 25 кН*м).
Диаграммы деформирования материалов по СП 63.13330:
бетон – для сжатого бетона (Rb= –18,5 МПа, Eb= 30000 

МПа, σb1= 0,6Rb = –11,1 МПа, εb1= σb1/Eb = –0,00037, σb0 = σb2 

= Rb, εb0 = –0,002, εb2 = –0,0035) и для растянутого (Rbt = 1,55 
МПа, Eb = 30000 МПа, σbt1 = 0,6Rbt = 0,93 МПа, εbt1 = σbt1/Eb 
= 0,000031, σbt0 = σbt2 = Rbt, εbt0 = 0,0001, εbt2 = 0,00015), что 
приведёт к виду:

или альтернативная запись в виде модульной функции:

или альтернативная запись в виде модульной функции:

σs (ε)=100000ε+250–100000*|ε–0,0025|.

В качестве предельной прочности для арматуры приняты 
относительные деформации, соответствующие достижению 
пределу текучести арматуры, то есть εs

*=0,0025.
Аналитическая запись диаграммы деформирования бетона 

класса B25 на основе сплайн-функций примет вид (предель-
ные параметры на основании данных [10] и СП 63.13330.2018):

Степенная функция для бетона кл. B25 на основе работы 
[17] примет вид:

Представить диаграмму деформирования бетона кл. B25 в 
виде полинома [18] можно в виде следующих зависимостей:
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По полученным результатам расчёта получены следующие 
данные:

– точность результата расчёта по нелинейной дефор-
мационной модели согласно СП 63.13330.2018 зависит от 
принимаемой проектировщиком высоты условной полосы;

– меньшая высота условной полосы обеспечивает наибо-
лее точный результат расчёта, постепенно приближая полу-
чаемые результаты расчёта к результатам расчёта согласно 
предлагаемой в статье методике;

– результаты расчёта по предлагаемой методике с исполь-
зованием трёхлинейной диаграммы деформирования бетона 
согласно СП 63.13330.2018 одинаковы вне зависимости от 
применения функции в виде диапазона линейных участков 
или модульного выражения;

– принимаемая аппроксимирующая функция диаграмм 
материалов влияет на результаты расчёта, что выражается в 
отличающихся значениях, полученных при разных диаграм-
мах деформирования (диапазон отклонений результатов по 
предлагаемой методике от значений расчёта по нелинейной 
деформационной модели по СП 63.13330.2018 с высотой по-
лосы 10 мм составил: Mu – до 1,2%, Mcrc – от –0,9% до 23,5%, 
εb – от –4,4% до 15,5%, εs – от –0,8% до 0,1%, в зависимости 
от принимаемой диаграммы деформирования бетона);

– значения εs, εb и x, получаемые при расчёте по нелиней-
ной деформационной модели, в последующем могут участво-
вать в определении ширины раскрытия трещин и прогибах.

* * *
На основании изложенного выше сделаны следующие 

выводы:

1. Предложенная в статье методика расчёта на основе не-
линейной деформационной модели позволяет оценить НДС 
изгибаемого железобетонного элемента на каждой стадии, 
а также применима для выполнения расчёта по 1-ой и 2-ой 
группам предельных состояний, обеспечивая единообразие 
подхода.

2. Предложенная методика расчёта обладает следующими 
преимуществами:

– отсутствие необходимости в условном разделении на 
отдельные участки поперечного сечения и итерационном 
процессе выполнения расчёта;

– позволяет непосредственно применять диаграмму 
деформирования материалов σ(ε), избегая лишних преоб-
разований;

– расчёт выполняется на основании непосредственного 
применения практически любых диаграмм деформирования 
бетона и арматуры.
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