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Аннотация. Рассмотрена задача по расчёту цилиндрической оболочки в обычной линейной постановке. Приведён рас-
чёт круговой цилиндрической оболочки постоянной толщины при осесимметричном нагружении несколькими различными 
нагрузками как стержневой системы. Для этого используется полоска единичной ширины, вырезанная из оболочки, которая 
считается балкой на упругом основании с известным коэффициентом постели. Сформулированы необходимые условия для 
такого выбора. Расчёт балки-полоски на упругом основании производится методом начальных параметров проф. В.А. Киселёва.

Результаты расчёта по данной методике совпадают с имеющимися в литературе. Для цилиндрической оболочки построены 
эпюры внутренних усилий и нормальных перемещений M

X
, Q, W, T

Q
 в компьютерной среде Matlab 6.1 при совместном воздействи-

ем всех нагрузок. Точность расчёта оболочки достигается коэффициентом деформации балки-полоски на упругом основании.
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is carried out by the method of initial parameters of Professor V.A. Kiselyov.

The calculation results using this technique coincide with those available in the literature (Timoshenko, Boyarshinov, etc.). 
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X
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the strip beam on an elastic base. 
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Тонкостенные оболочки широко используются в технике, 
промышленности и строительстве. Теория оболочек построе-
на трудами многих учёных и ей посвящены многочисленные 
монографии и научные статьи как в нашей стране, так и за 
рубежом [1–7]. Из всех типов оболочек наибольшее рас-
пространение получили цилиндрические оболочки.

Расчёт цилиндрических оболочек с несколькими осесим-
метричными нагрузками и участками по формулам теории 
оболочек представляет собой сложную задачу. Один из воз-
можных вариантов её простого решения состоит в использо-
вании расчётного аппарата балок на упругом основании, что 
соответствует [4]. Это и составляет основную идею данного 
подхода к расчёту оболочек.

Дифференциальное уравнение изгиба цилиндрической 
оболочки при осесимметричной деформации имеет вид:

      
 (1)

то же балки на упругом основании

     (2)

где                       (3)

D – цилиндрическая жёсткость оболочки; EI – изгибная 
жёсткость балки на упругом основании; p, q – интенсивности 
равномерно распределённых нормальных нагрузок оболочки 
и балки.

Из сравнения уравнений (1) и (2) видно, что они имеют 
одинаковую структуру, и этим воспользуемся. Сведём рас-
чёт цилиндрической оболочки к расчёту балки на упругом 
основании [8]. Вырежем из оболочки с внешней нагрузкой 
полоску единичной ширины (b=1) меридиональными сече-
ниями. Высота полоски равна толщине оболочки (h). Как 
известно, такую полоску можно рассматривать как балку на 
упругом основании с коэффициентом постели k=Eh/R2 (R – 
радиус цилиндра) [9]. Поэтому назовём её балкой-полоской 
на упругом основании. Считая поперечное сечение близким к 
прямоугольному, определим момент инерции I=h3/12. Балка-
полоска из оболочки обладает большей изгибной жёсткостью 
(за счёт соседних полосок), чем обычная отдельно стоящая 
балка-полоска. Поэтому принимаем её жёсткость равной                              

                   ,

где ν – коэффициент Пуассона, E – модуль упругости.
Для балки-полоски определим величину m с учётом вы-

шеизложенного:

 (4)

Таким образом, данное условие (m=β) является необходи-
мым и достаточным, чтобы заменить расчёт цилиндрической 
оболочки расчётом балки-полоски из неё без потери точно-
сти. Оно приводит к одному и тому же дифференциальному 

уравнению, а значит, результаты расчётов будут совпадать. 
Это возможно при условиях:

– нагрузка на цилиндрическую оболочку осесимметрична;
– балка-полоска на упругом основании имеет коэффици-

ент постели k=Eh/R2

– жёсткость балки-полоски равна                        
– граничные условия, нагрузка балки-полоски и оболочки 

одинаковы;
– толщина оболочки постоянна.
Такой подход к расчёту цилиндрических оболочек 

целесообразен при большом количестве действующей 
нагрузки, так как уменьшается трудоёмкость. Стержневую 
систему рассчитать всегда проще, чем оболочку. Для рас-
чёта балки-полоски удобным является метод начальных 
параметров В.А. Киселёва [10].  Им выведены соответству-
ющие формулы для определения усилий и перемещений от 
различных нагрузок при любом количестве участков балки 
на упругом основании. Воспользуемся этим методом, со-
храняя обозначения, принятые автором.

В качестве иллюстрации рассмотрим цилиндрическую 
оболочку со свободными краями на действие осесим-
метричных разных нагрузок. Пусть оболочка нагружена 
кольцевыми сосредоточенными нагрузками величиной 
M и F, кольцевой полосовой нагрузкой p, равномерно 
распределённой на участке поверхности длиной s по 
рисунку 1. Определим усилия и перемещения в цилин-
дрической оболочке, рассматривая соответствующую 
балку-полоску с нагрузкой из неё (рис. 2). При таком 
нагружении цилиндрическая оболочка и балка-полоска 
имеют по длине шесть участков, они обозначены араб-
скими цифрами.

Рассчитаем её как балку-полоску на упругом основании 
(см. рис. 2), в системе координат XY с началом на левом 
конце. 
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Рис. 1. Схема нагружения цилиндрической оболочки

Рис. 2.  Схема балки-полоски на упругом основании
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На первом участке, в частности, для определения M и Q 
формулы В.А. Киселёва имеют вид:

  (5)

здесь M0, Q0, S0, N0 – начальные параметры, Az, Bz, Cz, Dz 
– гиперболо-тригонометрические  функции (функции А.Н. 
Крылова), зависящие от безразмерной координаты z=mx,   

принимаем

Функции А.Н.Крылова имеют вид:

Определим начальные параметры из условий на краях 
балки-полоски. Для данного случая граничные условия:

при       х = 0 (z=mx=0)     M= M0=0,    Q= Q0=0,           (6)

  x = l (z=ml)     M= Ml=0,    Q= Ql=0,            (7)

По формулам (5) с учётом условий (6) получим:

  (8)

Введём обозначения:
x=a       m*a=α;    x=b     m*b= ε;     x=c    m*c=γ;
x=d       m*d=δ;    x=f     m*f=θ;     x=l    m*l=λ.

Чтобы воспользоваться условиями (7) нужно составить 
выражения для M

l
 и Ql шестого участка. При переходе от 

участка к следующему участку получаем приращения на-
грузок. Определив эти приращения для участков, пользуясь 
формулами В.А. Киселёва для второго участка, получим до-
полнительные члены для каждого участка:

Тогда получим уравнения для M и Q шестого участка в 
общем виде:

   (10) 

Если воспользоваться граничными условиями (7) и вы-
ражениями (10), приходим к системе уравнений для опре-
деления S

0
 и N

0
:

    (11)

Откуда получим:

(12)

Величина                          , через Ф
1
 и Ф

2
 обозначено:

(13)

 (14)

Определив начальные параметры, можно составить вы-
ражения для нахождения усилий и перемещений в сечениях 
цилиндрической оболочки от данной нагрузки по формулам 
балки на упругом основании:

    (15)

В качестве примера рассмотрена оболочка с параметрами 
и нагрузкой:

Эпюры Mx, Q, w, Tθ, построенные по этим данным в ком-
пьютерной среде Matlab 6.1, представлены на рисунке 3.

Если воспользоваться принципом независимости дей-
ствия сил по формулам (12, 13, 14, 15), можно рассчитать 
оболочку при раздельном воздействии этих нагрузок.

Частные случаи
1. Пусть F = p = 0, M ≠ 0. Цилиндрическая оболочка на-

гружена двумя сосредоточенными кольцевыми моментами M, 
имеем три участка. Тогда из (13) и (14) получаем:
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   Рис. 3. Эпюры Mx, Q, W, Tθ 
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если   

Для определения начальных параметров получаем формулы:

Если начальные параметры известны, то можно опреде-
лить усилия и перемещения в любом сечении балки, а значит, 
цилиндрической оболочки. Для заданного частного случая 
изгибающие моменты (рис. 4 а) и нормальные перемещения 
в цилиндрической оболочке определяются:

 (16)

 
2. Пусть M=p=0, F ≠ 0. Имеем два участка, сосредоточен-

ная нагрузка F приложена посередине длины. 
В этом случае

Если  

Начальные параметры равны:
 

   

Усилия и перемещения оболочки определяются:

 (17)

 
3. Пусть M = F = 0, p ≠ 0. Полосовая, равномерно распреде-

лённая нагрузка приложена на части оболочки симметрично, 
имеем три участка.

По (13) и (14) имеем 

 

Если  

Тогда начальные параметры определяются:

Для определения внутренних усилий и перемещений на 
участках оболочки получаем:

 (18)

На рисунке 4 приведены эпюры Mx, построенные с помо-
щью соответствующих выражений для изгибающих моментов 
из формул (16), (17), (18) рассмотренных: (а) – для случая 1, 
(б) – для случая 2, (с) – для случая 3. Эпюры построены для 
короткой цилиндрической оболочки с параметрами:

Интересно сравнить эпюру (а) с такой же эпюрой из [11], 
полученную совершенно по-другому для оболочки с данными 
размерами. Как тестовые были использованы примеры рас-
чёта цилиндрических оболочек, изложенные в [8]. Для усилий 
и перемещений получились те же формулы.

Заключение
Данный подход к расчёту цилиндрических оболочек до-

статочно простой и может быть использован для практических 
расчётов. Формулы В.А. Киселёва и его метод расчёта балок 
на упругом основании позволяют учитывать воздействие раз-
личных нагрузок при различных их сочетаниях и количествах. 
Точность расчёта оболочки достигается коэффициентом де-
формации m балки-полоски, которого принимают равным β. 
Данная информация может быть полезна тем, кто занимается 
прочностными расчётами в области цилиндрических оболочек.
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Рис. 4. Эпюры M

x
 для частных случаев
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